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Оптимізація законів управління в дискретних системах 

Пропонується метод досягнення компромісу між робастністью і якістю систем 
керування при номінальних і параметрично збурених моделях об'єкта в 
детермінованому і в стохастичному випадках. Для рішення задачі 
використовується багатомодельний Н2/Н∞ підхід робастної оптимізації, а саме 
для дискретної моделі. 

Для забезпечення працездатності системи в умовах польоту при 
конструюванні законів управління необхідно домагатися компромісу між 
точністю системи і її робастністью. З цією метою застосовується Н2/Н∞ 
багатомодельний підхід. Застосування 𝐻𝐻2/𝐻𝐻∞ багатомодельного підходу 
базується на використанні Н2-норми як загальноприйнятої оцінки якості 
системи [6] як при детермінованих так і при випадкових збурюваннях, а також 
Н∞-норми функції комплементарної чутливості системи як оцінки її робастності 
[7]. Описані в літературі процедури 𝐻𝐻2/𝐻𝐻∞- оптимізації [3-5] розроблені в 
основному для неперервних систем, тому кінцевою метою дійсної статті є 
безпосереднє застосування цього підходу до  системи з дискретним часом. 

Забезпечення номінальної якості і робастної стійкості можна досягти, 
використовуючи складний критерій оптимізації, що включає (з відповідними 
ваговими коефіцієнтами) Н2-норми, обчислені як для детермінованого так і 
стохастичного випадків, а також вищезгадану Н∞-норму, причому всі ці норми 
обчислюються як для номінальної , так і параметрично збурених моделей 
об’єкта управління [3]. Це дозволяє регулювати внески детермінованої і 
стохастичної частин у мінімізований показник якості, у той час, як поєднуючи 
в один критерій оптимізації Н2- і Н∞-норми можна досягти компромісу між 
вимогами до придушення зовнішніх (координатних) і внутрішніх 
(параметричних) збурювань [7,9].   

Складний критерій оптимізації містить у собі наступні компоненти: 
1) H2-норма для кожної моделі дискретної системи управління

(номінальної і параметрично збуреної) у детермінованому випадку: 
𝐽𝐽𝑑𝑑 = �∑ [∞

𝑘𝑘=0 𝑋𝑋𝑇𝑇(𝑘𝑘) ⋅ 𝑄𝑄 ⋅ 𝑋𝑋(𝑘𝑘) + 𝑢𝑢𝑇𝑇(𝑘𝑘) ⋅ 𝑅𝑅 ⋅ 𝑢𝑢(𝑘𝑘)] (1) 
2) H2- норма для кожної моделі в стохастичному випадку:
𝐽𝐽𝑠𝑠 = �𝐸𝐸𝑀𝑀[𝑋𝑋𝑇𝑇(𝑘𝑘) ⋅ 𝑄𝑄 ⋅ 𝑋𝑋(𝑘𝑘) + 𝑢𝑢𝑇𝑇(𝑘𝑘) ⋅ 𝑅𝑅 ⋅ 𝑢𝑢(𝑘𝑘)] (2) 
3) H∞ - норма для кожної моделі:
‖𝑇𝑇(𝑗𝑗𝑗𝑗)‖∞ = �𝑆𝑆𝑢𝑢𝑆𝑆

𝜔𝜔
�̄�𝜎(𝑇𝑇(𝑗𝑗𝑗𝑗))     0 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑁𝑁 (3) 

де 𝑗𝑗𝑁𝑁- частота Найквиста: 𝑗𝑗𝑁𝑁=𝜋𝜋
𝑇𝑇𝑠𝑠

 . 
У виразі (1,2) 𝑋𝑋 - вектор змінних простору станів, 𝑢𝑢 - вектор управління, 

𝐸𝐸𝑀𝑀- оператор математичного очікування, що обчислюється по ансамблю,  Q, R– 
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діагональні матриці, що враховують вагу кожної змінної простору станів .(Q) і 
керуючих впливів (R).  

У виразі (3) �̄�𝜎 - максимальне сингулярне число матриці 𝑇𝑇(𝑗𝑗𝑗𝑗) 
комплементарної функції чутливості в діапазоні частот:0 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑁𝑁 . 

Таким чином, можна записати комплексний показник якості у виді: 
 
(4) 
 
 

де 𝜆𝜆𝑑𝑑𝑛𝑛 , 𝜆𝜆𝑠𝑠𝑛𝑛, 𝜆𝜆𝑑𝑑
𝑝𝑝 , 𝜆𝜆𝑠𝑠

𝑝𝑝,– вагові коефіцієнти, що необхідні для того, щоб зробити 
пропорційний внесок стохастичної і детермінованої частин в складний показник 
якості.  

Доречно помітити, що завдяки використанню цих вагових коефіцієнтів, 
можна досягти компромісу між якістю збуреної і номінальної систем. У вираз 
(4) також необхідно додати ‖Н‖∞-норму функції комплементарної чутливості 
для номінальної й збуреної моделей, після чого показник якості має вигляд: 

𝐽𝐽𝑐𝑐 = 𝐽𝐽 + 𝜆𝜆∞ �‖Т𝑛𝑛‖∞ + �Т𝑝𝑝�∞
�   (5) 

Оскільки всі ці розрахунки можна проводити тільки для стійких систем, 
необхідно в складний показник якості оптимізаційної процедури включити 
штрафну функцію, що обмежує розміщення полюсів замкнутої системи на 
комплексній площині. 

Приклад. Робастна параметрична оптимізація дискретної СУ 
подовжнього руху БПЛА.  

Номінальна й збурена моделі подовжнього каналу малого БПЛА, що 
відповідають істинній повітряній швидкості 250 км/год і 200 км/год,  мають 
вигляд:  

  𝐴𝐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

-0.0345 6 -9.78 0 0
-0.0041   -1.76 0 0.99 0

0 0 0 1 0
0.0033 −25.7 0 −2.19 0

0 −69.4 69.4 0 0⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

𝐴𝐴𝑝𝑝=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
−0.0273 6 −9.78 0 0
−0.0064 −1.39 0 1 0

0 0 0 1 0
0.0036 −16.1 0 −1.73 0

0 −55.6 55.6 0 0⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
   (6) 

𝐵𝐵 = [0.36 −0.16 0 −31.1 0]𝑇𝑇; 
    𝐵𝐵𝑝𝑝 = [0.36 −0.13 0 −19.9 0]𝑇𝑇     

де матриці збуреної моделі позначаються з індексом  “p”.  
На вхід регулятора надходять сигнали від  датчиків висоти h,  кута 

тангажа θ і кутової швидкості по тангажу q, відповідно, Kh, Kϑ, Kq їхній 
коефіцієнти підсилення. Вектор вимірюваних координат 𝑌𝑌 = [h,𝜃𝜃, 𝑞𝑞] T, 
регулятор представляється матрицею - рядком C= [Khθ Chθq Kθ       Kq]*Cθq. 
Вектор стану X=[α,θ,q,h,de], а відхилення руля висоти є управлінням u. 
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Використовуються пристрої динамічної корекції (ПД-регулятори для 
контуру швидких Cqϑ і повільних рухів Ch) з наступними передатними 
функціями: 

𝑊𝑊𝐶𝐶ℎ(𝑧𝑧) = 𝐾𝐾ℎ +
𝐾𝐾5
𝑇𝑇 ∗

(𝑧𝑧 − 1)
𝑧𝑧 ,𝑊𝑊𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑧𝑧) = 1 +

𝐾𝐾4
𝑇𝑇 ∗

(𝑧𝑧 − 1)
𝑧𝑧

Вектор параметрів автопілоту 𝐶𝐶𝑛𝑛, що визначається оптимізаційною 
процедурою, складається з наступних компонентів: 𝐶𝐶𝑛𝑛=[Kϑ,Kq,Kh,К4,К5] .  

Після оптимізації вектор параметрів для подовжнього каналу буде мати 
вигляд:𝐶𝐶𝑛𝑛=[-9.2 -1 -0.05 0.14 0.008] 

Чисельні характеристики номінальної й збуреної систем представлені в 
таблиці 1. З таблиці 1 видно, що с. к. з. перемінних стану номінальної й збуреної 
систем, так само як і запас стійкості, і Н2 і Н∞-норми мають невеликі 
розходження, цілком припустимі з погляду функціонування системи в цілому. 

Таблиця 1 
Чисельні характеристики номінальної й збуреної систем. 

Об’єкт 

С. к.з. перемінних простору стану Запас стійкості 

H2 H∞ 𝛼𝛼 
(rad) 

𝜗𝜗 
(rad) 

q
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠−1
(rad⋅) 

h 
(m) 

𝛿𝛿𝑠𝑠 
(rad) 

Фаза 
(deg) 

Ампл. 
(dB) 

Ном. 0.0007 0.0034 0.003 1.07 0.0017 145 20 1.59 0.43 
Збур. 0.0009 0.0063 0.0035 1.39 0.0019 152 23 1.15 0.29 

Застосування складного показника якості в параметричній оптимізації, 
основаному  на змішаному Н2 Н∞⁄  багатомодельному підході, а також 
застосування спеціальної штрафної функції дає можливість одночасно досягти 
і робастності, і гарної якості СУ БПЛА. Цей складний показник якості 
обчислюється для номінальної моделі, що відображує номінальні умови 
польоту БПЛА, і для параметрично збуреної моделі (наприклад, при зміні 
повітряної швидкості). 

Змінюючи співвідношення вагових коефіцієнтів можна підбирати 
внесок кожної частини показника якості. Процедура оптимізації складається з 
оптимізаційної програми, програми оцінки результатів  оптимізації і 
моделювання кінцевої СУ. Якщо результати оптимізації не задовольняють 
вимоги до СУ, коректуються вагові коефіцієнти в показнику якості, потім 
виконується оптимізаційна процедура знову доти, поки будуть досягнуті 
прийнятні результати всіх складових складного показника якості. 

 Практичне використання результатів оптимізації вимагають також 
моделювання динаміки системи при наявності нелінійних елементів типу 
насичення, зони нечутливості і т.д., що широко використовуються в реальних 
законах управління польотом У зв’язку з цим остаточний  висновок про якість 
функціонування СУ роблять після її моделювання в пакеті СИМУЛІНК із 
використанням необхідних нелінійних функцій. Схема  моделювання 
подовжнього каналу з включенням усіх необхідних нелінійних елементів 
(насичення сервопривода, коректора висоти і т.п.) при впливі стохастичних 
вітрових збурень показана на рис.1. 
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Рис. 1. Схема моделювання подовжнього каналу в пакеті Simulink. 
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